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1. Аннотация, ключевые слова

Аннотация: Рассматривается проблема 

цифрового представления полилинейных моделей.  

Ранее была предложена табличная форма их 

описания, которая включает разделы переменных, 

мономов и полилинейных функций. По ней 

автоматически генерируется задача 

математического программирования. Цифровое 

представление позволяет ввести бинарное 

отношение между полилинейными моделями по 

принципу “ослабления” алгоритмов модели. 

Ключевые слова: полилинейные модели, задача 

полилинейного программирования, табличное 

описание алгоритмов, ослабление алгоритма.



2. Постановка проблемы, I

Цифровизация технологий является весьма актуальной проблемой в 

настоящее время [1-3]. В этой связи, возникает задача цифрового 

представления моделей из различных предметных областей. Здесь можно 

выделить класс полилинейных моделей, описываемых системами 

ограничений из полилинейных функций (ПФ) от переменных модели. 

Таковыми являются, например, макроэкономические модели балансового 

типа [4].  

Они приводят к задачам полилинейного программирования (ПП). 

Основным методом их решения служит обобщенный метод релаксаций 

(ОМР) [5,6]. Реализация ОМР имеется в программном комплексе CREATOR-

DIGGER и основана на описании задачи ПП в виде иерархического набора 

взаимосвязанных полилинейных функций (ПФ).  



3. Постановка проблемы, II
Для определенного класса полилинейных моделей удобным 

оказывается описание задачи ПП в виде одной сводной таблицы.  

Такая форма представления задачи ПП предложена в [7]. Она 

включает в себя разделы: 

• переменных, 

• мономов, 

• полилинейных функций. 

Пользователь работает с этой формой в экранном редакторе, 

причем ввод и коррекция касается одной сводной таблицы. Он может 

модифицировать описание задачи ПП в том числе параметры модели, 

а также ее структуру.  

По описанной форме автоматически генерируются как структуры 

данных задачи ПП, так и алгоритмы ее обработки. 



4. Математическое описание модели, I

 
Формой представления задачи ПП является сводная таблица T, которая имеет следующую 

структуру.  

Таблица 1. Общее описание полилинейной модели. 

 monomial1 . . .  monomialt free term 

variable1 1 . . .  0  

. . . . . . . . .  . . .  

variablen 0 . . .  1  

indicator1 6   -3 7 

. . . . . . . . .  . . . . . . 

indicatorm -1   8 -10 

сriterion -2   4 3 

Заполнение клеток в таблице 1 носит иллюстративный характер. 



5. Математическое описание модели, II

Пользователь формирует табличное описание задачи ПП. 

Работая в экранном редакторе с таблицей T, пользователь может 

вводить и корректировать ее ячейки. При этом он должен 

соблюдать следующие соглашения. 

 в ячейки variablei⨉monomialjможно вводить только 

значения 0 или 1, а также заменять одно такое значение на 

другое в процессе коррекции; 

 в ячейки indicatori⨉monomialjможно вводить вещественные 

числа, а также заменять одно число на другое в процессе 

коррекции; 

 в ячейкиcriterion⨉monomialj можно вводить вещественные 

числа, а также заменять одно число на другое в процессе 

коррекции. Если в полилинейной задаче отсутствует 

критерий (требуется найти любое допустимое решение), то 

эта строка не заполняется; 

Примечание. В столбец freeterm можно вводить и 

корректировать числа, но только для строк   indicator и criterion. 

 



6. Нормализация полилинейной модели

Здесь предположим, что для каждой переменной модели 

имеются  

двусторонние диапазонные ограничения: 

  𝑎𝑘 ≤ 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑘 ≤ 𝑏𝑘  , 1 ≤ 𝑘 ≤  𝑛.         

(1) 

Применим преобразования сдвига и масштабирования wk = (variablek - 

ak) / (bk - ak) , 1≤ k ≤ n . 

Они приводят диапазонные ограничения (1) к нормализованному 

виду: 

0 ≤ 𝑤𝑘 ≤ 1, 1 ≤ 𝑘 ≤  𝑛.         (2) 

После соответствующего пересчета коэффициентов и свободный 

членов,  

система ограничений задачи ПП и критерий приобретают следующий 

вид.  

Полилинейные ограничения: 

   𝑝𝑜𝑙𝑙 = 𝑎1
𝑙 ∗ 𝑚𝑜𝑛1 + ⋯ + 𝑎𝑡

𝑙 ∗ 𝑚𝑜𝑛𝑡 +  𝑐𝑙 ≥ 0 , 1 ≤ 𝑙 ≤  𝑚 (3)  

критерий: 

𝑜𝑏𝑗 = 𝑎1 ∗ 𝑚𝑜𝑛1 + ⋯ + 𝑎𝑡 ∗ 𝑚𝑜𝑛𝑡 + 𝑐..    (4) 

 



7. Переход от нормализованной формы к задаче ЛП

Система ограничений (2-4) определяет задачу ПП*,  

назовем ее нормализованной. 

С ней можно связать задачу линейного программирования ЛП*,  

переменными которой служат   символы мономов полилинейной  

задачи ПП* mon1, …, mont  с диапазонными ограничениями  

на эти переменные 

0 ≤ 𝑚𝑜𝑛𝑙 ≤ 1, 1 ≤ 𝑙 ≤  𝑡,     (5) 

ограничениями (3) и критерием (4).  
 



8. Задача ЛП как ослабление задачи ПП

Утверждение 1.  

1. Если задача ЛП* (4-5) несовместна,  

то несовместна и задача ПП*(2-4). 

2. Если задача ПП* (2-4) совместна,  

то совместна и задача ЛП*(4-5).  

Пусть maxLP и minLP  

максимальное и минимальное значения критерия obj  

ЛП*задачи (4-5). Тогда критерий задачи ПП*  

будет лежать в диапазоне 

min 𝐿𝑃 ≤  𝑜𝑏𝑗 ≤ max 𝐿𝑃.   (6) 

Оно вытекает из того свойства,  

что любое решение полилинейной задачи ПП* (2-4)  

определяет решение    

задачи линейного программирования ЛП*(4-5),  

обратное же неверно. 

 



9. Введение бинарного отношения на классе 

полилинейных моделей

 

Определение 1.  

Задача ПП*2 является ослаблением задачи ПП*1 , если 

1. У этих задач совпадают наборы переменных. 

2. Любое решение задачи ПП*1 является  

решением задачи ПП*2. 

Обозначим это отношение:ПП*1⊂ ПП*2 . 

Непосредственно поверяется, что оно  

рефлексивно, транзитивно,  

но не симметрично,  

таким образом, не является  

отношением эквивалентности.  

 
 



10. Достаточные условия наличия отношения 

ослабления  между полилинейными моделями

Утверждение 2. 

Пусть имеются две задачи ПП:   ПП*1и ПП*2с общим набором 

переменныхв нормализованной форме представления (2-4).  

Пусть для каждого ограничения p задачи ПП*2имеется 

ограничение qзадачи ПП*1 такое, что  

1. Для каждого монома в p коэффициент при нем в q не 

больше, чем в p (в том числе, если коэффициент при 

мономе в q нулевой, то в p он должен быть 

неотрицательный).  

2. Свободный член в p не меньше, чем в q. 

Тогда задача ПП*2 является ослаблением задачи ПП*1 . 

 



11. Использование наличия отношения ослабления  

для оценки абсолютного экстремума полилинейной 

задачи
Следствие 1. 

Пусть задача ПП*1 является линейной  

(все мономы имеют 1-ю степень),  

совместной (имеющей допустимое решение),  

и имеется полилинейная задача ПП*2, причем задача 

ПП*2является ослаблением задачи ПП*1 . Тогда 

1. ЛП задачу ПП*1 можно использовать  

для поиска допустимого решения  

полилинейной задачи ПП*2. 

2. Максимум критерия ЛП задачу ПП*1дает оценку  

снизу максимума критерия полилинейной задачи ПП*2. 

Примечание 1.  

Понятие ослабления применительно к алгоритмам введено  

в [8, с.669] для задачи поиска кратчайших путей на графе. 



12. Примеры использование отношения ослабления  

для оценки абсолютного экстремума I

Пример 1.  

Пусть имеется 3-х мерное пространство R
3 

 с координатами (x,y,z) и 

задана система полилинейных ограничений:  

𝑝𝑜𝑙1 = 𝑥𝑦 −
1

2
 ≥ 0, 

𝑝𝑜𝑙2 = 𝑥𝑧 −
1

2
 ≥ 0, 

𝑝𝑜𝑙3 = 𝑦𝑧 −
1

2
 ≥ 0,    (7) 

𝑝𝑜𝑙4 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 −
9

5
 ≥ 0, 

𝑝𝑜𝑙5 = −𝑥 − 𝑦 − 𝑧 +
12

5
 ≥ 0, 

𝑝𝑜𝑙6 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 +
12

5
 ≥ 0, 

−1 ≤ 𝑥 ≤ 1, −1 ≤ 𝑦 ≤ 1, −1 ≤ 𝑧 ≤ 1. 

Требуется найти любое допустимое решение полилинейной задачи  

 



13. Решение примера 1

 

Представление полилинейной задачи в табличной форме имеет вид. 

Таблица 2 . Описание полилинейной модели (7) 

 monomial

1 
monomial

2 
monomial

3 
monomial

4  
monomial

5 
monomial

6 
free 

ter

m 

x 1 1 0 1 0 0  

y 1 0 1 0 1 0  

z 0 1 1 0 0 1  

pol

1 

1 0 0 0 0 0 -1/2 

pol

2 

0 1 0 0 0 0 -1/2 

pol

3 

0 0 1 0 0 0 -1/2 

pol

4 

1 1 1 0 0 0 -9/5 

pol

5 

0 0 0 -1 -1 -1 12/5 

pol

6 

0 0 0 1 1 1 12/5 

Приведем полилинейную систему (7) к нормализованному виду. Сделаем 

замену переменных: 

u = (x + 1) / 2 , v = (y + 1) / 2 , w = (z + 1) / 2 .  



14. Решение примера 1
 

Получаем нормализованную полилинейную систему ПП*1 

𝑝𝑜𝑙1 =  2𝑢 − 1  2𝑣 − 1 −  
1

2
=  −2𝑢 − 2𝑣 + 4𝑢𝑣 + 

1

2
≥ 0, 

𝑝𝑜𝑙2 =  2𝑢 − 1  2𝑤 − 1 −  
1

2
=  −2𝑢 − 2𝑤 + 4𝑢𝑤 + 

1

2
≥ 0, 

𝑝𝑜𝑙3 =  2𝑣 − 1  2𝑤 − 1 −  
1

2
=  −2𝑣 − 2𝑤 + 4𝑣𝑤 + 

1

2
≥ 0,

 

𝑝𝑜𝑙4 =  2𝑢 − 1  2𝑣 − 1 +  2𝑢 − 1  2𝑤 − 1 +  2𝑣 − 1  2𝑤 − 1 −  
9

5
= 

= −4𝑢 − 4𝑣 − 4𝑤 + 4𝑢𝑣 + 4𝑢𝑤 + 4𝑣𝑤 + 
6

5
≥ 0,  (8) 

𝑝𝑜𝑙5 = − 2𝑢 − 1 −  2𝑣 − 1 −  2𝑤 − 1 + 
12

5
= −2𝑢 − 2𝑣 − 2𝑤 + 

27

5
≥ 0, 

𝑝𝑜𝑙6 =  2𝑢 − 1 +  2𝑣 − 1 +  2𝑤 − 1 + 
12

5
= 2𝑢 + 2𝑣 + 2𝑤 −  

3

5
≥ 0, 

0 ≤ 𝑢 ≤ 1, 0 ≤ 𝑣 ≤ 1, 0 ≤ 𝑤 ≤ 1. 

 



15. Решение примера 1
 

По полилинейной эадаче (8) можно построить линейную задачу ЛП*1 . 

𝑙𝑖𝑛1 =  −𝑢 − 𝑣 + 
1

4
≥ 0, 

𝑙𝑖𝑛2 =  −𝑢 − 𝑤 +  
1

4
≥ 0, 

𝑙𝑖𝑛3 =  −𝑣 − 𝑤 + 
1

4
≥ 0, 

𝑙𝑖𝑛4 = −𝑢 − 𝑣 − 𝑤 + 
3

10
≥ 0,   (9) 

𝑙𝑖𝑛5 = −𝑢 − 𝑣 − 𝑤 + 
27

10
≥ 0, 

𝑙𝑖𝑛6 = 𝑢 + 𝑣 + 𝑤 −  
3

10
≥ 0, 

−1 ≤ 𝑢 ≤ 1, −1 ≤ 𝑣 ≤ 1, −1 ≤ 𝑤 ≤ 1. 

Согласно утверждению 2 задача ПП*1 является ослаблением задачи ЛП*1. Из 

следствия 1 решение ЛП*1 будет решением ПП*1 .   Из линейной задачи (9), 

находим одно из допустимых решений ЛП*1 , оно дает допустимое решение 

полилинейной задачи ПП*1 :  u  = 1/10 , x  = (2u-1) = -4/5 ,   v  = 1/10 , y  = (2v-1) 

= -4/5 ,  w  = 1/10, z  = (2w-1) = -4/5 . 
 

 



16. Использование ослабления  для оценки 

абсолютного экстремума полилинейной задачи II

Пример 2.   

Рассмотрим полилинейную задачу с критерием. 

𝑝𝑜𝑙1 = 𝑥𝑦 −
1

2
 ≥ 0, 

𝑝𝑜𝑙2 = 𝑥𝑧 −
1

2
 ≥ 0, 

𝑝𝑜𝑙3 = 𝑦𝑧 −
1

2
 ≥ 0,   (10) 

𝑝𝑜𝑙4 = −𝑥 − 𝑦 − 𝑧 +
9

4
 ≥ 0, 

𝑝𝑜𝑙5 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 +
9

4
 ≥ 0, 

−1 ≤ 𝑥 ≤ 1, −1 ≤ 𝑦 ≤ 1, −1 ≤ 𝑧 ≤ 1. 

𝑜𝑏𝑗 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 → 𝑚𝑎𝑥. 

Требуется дать оценку критерия снизу. 
 



17. Решение примера 2

Таблица описания полилинейной задачи ПП*2 имеет вид. 

Таблица 3 . Описание полилинейной модели (10) 

 monomia

l1 
monomia

l2 
monomia

l3 
monomia

l4  
monomia

l5 
monomia

l6 
free 

ter

m 

x 1 1 0 1 0 0  

y 1 0 1 0 1 0  

z 0 1 1 0 0 1  

pol1 1 0 0 0 0 0 -1/2 

pol2 0 1 0 0 0 0 -1/2 

pol3 0 0 1 0 0 0 -1/2 

pol4 0 0 0 -1 -1 -1 9/4 

pol5 0 0 0 1 1 1 9/4 

criterio

n 

1 1 1 0 0 0 0 

 



18. Решение примера 2

 

Преобразованиями аналогичными приведеннымb выше получим 

линейную задачу ЛП*2 . 

𝑙𝑖𝑛1 =  −𝑢 − 𝑣 +  
1

4
≥ 0, 

𝑙𝑖𝑛2 =  −𝑢 − 𝑤 +  
1

4
≥ 0, 

𝑙𝑖𝑛3 =  −𝑣 − 𝑤 +  
1

4
≥ 0, 

𝑙𝑖𝑛4 = −𝑢 − 𝑣 − 𝑤 +  
21

8
≥ 0,  (11) 

𝑙𝑖𝑛5 = 𝑢 + 𝑣 + 𝑤 −  
3

8
≥ 0, 

c = −4𝑢 − 4𝑣 − 4𝑤 + 3 → 𝑚𝑎𝑥, 

0 ≤ 𝑢 ≤ 1, 0 ≤ 𝑣 ≤ 1, 0 ≤ 𝑤 ≤ 1. 

 



19. Решение примера 2

Решение этой линейной задачи имеет вид: u  = 1/8, x  = (2u-1) = -3/4 , 

 v = 1/8, y  = (2v-1) = -3/4 , w  = 1/8, z  = (2w-1) = -3/4. Отсюда 

получаем значение критерия полилинейной задачи ПП*2:  

𝑜𝑏𝑗 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 =
27

16
 ,      (12) 

которое дает оценку оптимума критерия снизу. 

Заметим, что из симметричности ограничений и критерия задачи 

ПП*2 оптимум достигается, когда x=y=z.  Это дает две точки 

оптимума:  

(3/4,3/4,/3/4) и (-3/4,-3/4,-/3/4). 

 

Таким образом, значение (12) дает не только оценку, но и сам 

абсолютный экстремум задачи ПП*2. 

 



20. Выводы

Табличное представление позволяет получить 

наглядное цифровое описание полилинейной модели. Оно 

позволяет также ввести бинарное отношение между 

полилинейными моделями по принципу ослабления задач ПП. 

Таким образом, удается сравнивать различные модели.  

Для класса полилинейных моделей, имеющих 

табличную форму представления, используя введенное 

бинарное отношение, в ряде случаев можно провести редукцию 

решения исходной задачи ПП к аналогичному, но  более 

простого вида. Последнее дает возможность оценить 

оптимальное значения критерия исходной задачи или найти 

допустимое решение.  В отдельных случаях это позволяет 

осуществить переход от решения задачи ПП к решению задачи 

ЛП. 

Преимущество редукции задачи ПП к задаче ЛП 

состоит в том, что последняя дает возможность гарантированно 

находить допустимое и оптимальное решение, причем за более 

короткое время и с большей точностью, чем аналогичное для 

задачи ПП .
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